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$G$ , $(K, \mathcal{O}, k)$ r . , $\mathcal{O}$ 0
, $(\pi)$ $\mathcal{O}$ , $k=\mathcal{O}/(\pi)$ $p>0$ ($p$ $|G|$
) , $K$ $\mathcal{O}$ . $R$ $\mathcal{O}$ $k$
. $RG$- , $R$- . OG-
$\mathcal{O}G$-lattice .
$RG$- $R_{G}$ . , ,
$H$ , $RH$- $R_{H}$ $R_{H}\mathfrak{s}^{G}:=R_{H}\otimes_{RH}RG$ (
) . ,
“ Auslander-Reiten ” .
$RG$- $\mathcal{E}$ : $0arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xfarrow \mathrm{O}$ 3 ,
Auslander-Reiten ( mlmost split ) :
(1 ) $X$ $Z$ $i$
(2 ) $\mathcal{E}$ ;
(3) split-epi $g:Warrow X$ , $h:Warrow \mathrm{Y}$
$g=fh$ .
Auslander-Reiten, Roggenkamp .
([AR], [R]) $RG$- $X$ , $X$
Auslander-Reiten .
Auslander-Reiten “ ” , $X$ Auslander-Reiten
$\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ $A(X)$ , $Z$ $\tau X$ ( $\tau$
Auslander-Reiten translation ). $R=\mathcal{O}$ $\tau=\Omega$ ( $\Omega$
Heller , $\Omega X$ $X$ projective cover kemel: $0arrow\Omega Xarrow P_{X}arrow Xarrow 0$) ,
$R=k$ $\tau=\Omega^{2}$ ([AR], [R1]).
Auslander-Reiten ,
Erdmann r , Uno . Inoue-Hieda
$G$ r $H$ $G$ . \S 1
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, Inoue-Hieda . , ( ) $\mathcal{O}G-$
Auslander-Reiten . , r $G$
$p^{3}$ $\mathcal{O}G$ Heller-Reiner ,
Auslander-Reiten \S 2 .
\S 1 Auslander-Reiten
( $R=k$ ) (r
Erdmann, Uno ).
([E2], $[\mathrm{U}$ , Theorem $\mathrm{B}]$ ) $X$ $kG$- . $X$
, 2 , 2 , 4 2 , $X$ Auslander-
Reiten component $\mathbb{Z}A_{\infty}$ , $X$ end . , Auslander-Reiten
$A(X)$ .
Auslander-Reiten component \S 2 . ,
$\mathcal{O}G$-lattice $X$ Auslander-Reiten $A(X)$ . $A(X)$
.
Inoue-Hieda[IH] .
1 $RG$- $\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ , $Z,$ $X$
. $Z\subset \mathrm{Y}$ :
$\forall f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})$ , $f(Z)\subseteq Z$
, $\mathrm{Y}$ .
$e\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})$ idempotent (i.e., $e^{2}=e$).
, $e|z$ : $Zarrow Z$ \^e : $X=\mathrm{Y}/Zarrow X=\mathrm{Y}/Z$ (\^e(y+Z)=e(y)+Z)
:
$0arrow$ $Z$ $arrow$ $\mathrm{Y}$ $arrow X$ $-0$
$\downarrow e|z$ $\downarrow e$ $1^{\hat{e}}$
$0arrow$ $Z$ $arrow$ $\mathrm{Y}$ $arrow X$ $arrow 0$
$e$ idempotent $e|z$ , idempotent . $X,$ $Z$
:
1 $e|z=0,$ $\text{\^{e}}=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$ $e|z=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o},$ $\text{\^{e}}=0$ :
$\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ , .
2elz=\^e $=0$ : $e=0$ .
3 $e|z=$ $\text{\^{e}}=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$ :Five Lemma $e$ $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$.
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$\mathrm{L}\backslash I_{\backslash }\downarrow \mathcal{O}2Lk\theta^{1}$,
$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})\mathcal{O})$ idempotent $[] \mathit{1}0\mathrm{f}f_{-}^{\wedge}1\mathrm{f}1\mathrm{b}\theta\backslash \prime x\mathrm{v}\backslash \not\subset k\theta^{\backslash ^{\backslash }}\backslash \lambda\supset\theta^{1}o$ . $\square$
2, 3 , $G$ r [H] .
2 $H$ $G$ ? , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ OG- ,
$\Omega X=\{m\in M : m\hat{H}=0\}$
. $\hat{H}=\sum_{h\in H}h$ .
$\subseteq$ : $\Omega X_{\downarrow H}\cong\Omega \mathcal{O}_{H}\oplus\cdots\oplus\Omega \mathcal{O}_{H}$ . $\supseteq$ : $m\not\in\Omega X$ . $0\neq$
$m+\Omega X\in(M/\Omega X)\downarrow_{H}\cong X\downarrow_{H}\cong \mathcal{O}_{H}\oplus\cdots\oplus \mathcal{O}_{H}$ , $(m+\Omega X)\hat{H}=|H|m+\Omega X\neq$
$\Omega X=(\overline{0}\in M/\Omega X)$ ( $\Omega X$ $M$ pure submodule ). $m\hat{H}\neq 0$ .
3 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ OG- ,
$\forall f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(M),$ $f(\Omega X)\subseteq\Omega X$
.
$x\in\Omega X$ , $f(x)\hat{H}=f(x\hat{H})=f(0)=0$ $f(x)\in\Omega X$
1, 2, 3 .
4 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . , $X$ Auslander-Reiten $A(X)$
. ( $G$ r , Inoue-Hieda[IH, Proposition 32] .)
4 $H$ ,
. , r , Auslander-Reiten
Green $\langle$ . (Green /
NagaO-Tsushima [NT] ) $Q(\neq 1)$ $G$ r , $N=Nc(Q)$
. $f$ $(G, Q, N)$ Green . $Q$ 7
$RG$- $V$ ,
$0arrow\tau Varrow M(V)arrow Varrow 0$
$0arrow\tau fVarrow M(fV)arrow fVarrow 0$
$V,$ $fV$ Auslander-Reiten . Auslander-Reiten
$M(V),$ $M(fV)$ ( ,
[Kl, K2] , [IH] ).
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5 $M(V)$ $M(fV)$ , $Q$
.
Carlson-Jones , $\mathcal{O}G$- $W$ exponent
: $\pi^{a}\mathrm{I}\mathrm{d}_{\mathrm{W}}$ : $Warrow W$ projective map , $\pi^{a-1}\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{w}$ : $Warrow W$ projective map
, $\pi^{a}$ $W$ exponent . ( projective map , $\mathcal{O}G-$
$\mathcal{O}G$- .) $\exp(W)=\pi^{a}$ .
, $\exp(\mathcal{O}_{G})=|G|$ , $\mathcal{O}G$ exponent $\exp(\mathcal{O}G)=\pi^{0}=1$ .
6 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . $\exp(X)=|H|$ . , $(|H|)\neq\subset(\pi)$ (
$|H|\geqq p^{2}$ ) , $A(X)$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\pi)$ .
$\exp(\mathcal{O}_{H})=|H|$ $|H|\mathrm{i}\mathrm{d}:\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}arrow \mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}$ projective map . $X$
$\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}$ , $|H|\mathrm{i}\mathrm{d}$ : $Xarrow X$ projective map . $\pi^{-1}|H|\mathrm{i}\mathrm{d}$ :
$Xarrow X$ projective map . $H$ ,
$\mathcal{O}_{H}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}arrow X\downarrow_{H}arrow\pi^{-1}|H|X\downarrow_{H}arrow \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathcal{O}_{H}$
, $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ $\pi^{-1}|H|\mathrm{i}\mathrm{d}:\mathcal{O}_{H}arrow \mathcal{O}_{H}$ projective map ,
. $\exp(\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G})=|H|$ .
$A(X)$ , $\underline{\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}}_{\mathcal{O}_{G}}(X)$ socle $\mu$ $X$ projective cover pull
back ([R1], [T]):
$\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow M$ $arrow$ $X$ $arrow 0$ $:\mathrm{A}\mathrm{R}$ $A(X)$
$||$ $\downarrow$ pull back $\downarrow\mu$
$0arrow\Omega Xarrow P_{X}$ $arrow$ $X$ $arrow 0$ :projective cover
$(|H|)\subset\neq(\pi)$ , $\mu\in\pi \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}o_{G}(X)$ , $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ reduction $\overline{\mu}$
( $kG$- )0- . pull back $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ reduction $|_{\vee}$
.
$\mathcal{O}G$- $W$ , $kG$- $W/\pi W$ $\overline{W}$ .
7 $H$ $G$ ? , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot(|H|)\neq\subset(\pi)$ ( $|H|\geqq p^{2}$ ) , Auslander-
Reiten $A(X)$ : $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ 7 $H$
( $G$- ) .
Auslander-Reiten $A(X)$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ reduction $\overline{M}\cong\overline{X}\oplus$
$\overline{\Omega X}$ . $M$ 2 , $M$ $\mathrm{Y}$
$\overline{X}|\overline{\mathrm{Y}}$ $\overline{\Omega X}|\overline{\mathrm{Y}}$ . $k_{H}|\overline{X}\downarrow H|\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$ $\Omega k_{H}|\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$ . , $\mathrm{Y}$
$\text{ }$ $H$ , Mackey , $\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$
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$H$ , . $\mathrm{Y}$ $H$
.
8 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot|H|=p$ , Auslander-Reiten $A(X)$ : $0arrow\Omega Xarrow Marrow$
$Xarrow 0$ $\text{ }$ $H$ (G- )
.
$\mathrm{Y}$ $M$ (Y) (X) (Erdmaxm),
$H$ $G$ .
9 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot(|H|)\subset\neq(\pi)$ ( $|H|\geqq p^{2}$ ), $A(X)$
$M$ .
7 $M$ $H$ . 4 $X$
Green $fX$ Auslander-Reiten $A(fX)$ ,
$H$ . 5 $M$ .
10 $H$ $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot|H|=p$ , $A(X)$ $M$ .
8 $M$ $\text{ }$ $H$ .
4 $X$ Groen $fX$ Auslander-Reiten $A(fX)$
, , 7 $H$ .
5 $M$ projective-ffee part , 11 , $M$
.
$\text{ }$
11 $H(\neq 1)$ 1 $G$ r , $X$ $\mathcal{O}_{H}$ :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . Auslander-Reiten $A(X)$ : $0arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$
$M$ $P$ , $M=P$
. $M$ .
$\Omega X$ $P$ ( ) , $\Omega X$ Rad(P)
. $S:=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}(\overline{P})$ , $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(\overline{\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}(P)})$ $\cong S\oplus S$ (
$\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(\overline{\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P)})$ $\cong S$ $P$ block $\mathcal{O}G$-lattice [K3,
Lemma 2], $X$ ).
, Soc(\Omega X) $\cong S$ : , Soc(\Omega X) $\cong S\oplus S$
. $\Omega X\cong \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P)$ . , $\Omega X$
$\theta_{\Omega X}$ $P$ $\theta p$ . $\Omega X$ $P\oplus P$
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$M$ $\theta_{M}$ $2\theta_{P}$ . $X$ $\theta_{X}$ $\theta p$
. , X\downarrow H\cong OH\oplus ( ) \mbox{\boldmath $\theta$}X\downarrow H=lH+( ) .
$1_{H}$ . $1\neq h\in H$ $\theta x(h)\neq 0$ . , $\theta_{P\downarrow H}$ OH-
$\theta_{P}(h)=0$ , .
Soc(\Omega X) $\cong S$ $\Omega X$ $P$ , rankoM $=$
rankoP .
9, 10




. , . Heller-Reiner
:
[Heller-Reiner] p- $G$ $p^{3}$ $\mathcal{O}G$ .
, Auslander-Reiten .
$\Gamma(RG)$ $RG$ Auslander-Reiten quiver , $\Gamma_{s}(RG)$ $RG$ stable Auslander-
Reiten quiver . Auslander-Reiten quiver $\Gamma(RG)$ , “ ”
$RG$- $[M]$ , $RG$- $M,$ $N$ $M$
$N$ $[M]arrow[N]$ “ ”
. ( $f$ : $Marrow N$ ,
. : $f$ split-mono split-epi ,
$f=hg$ , $g$ split-mono $h$ split-epi . )
Auslander-Reiten :
$M,$ $N$ $RG$- , ;
(1 ) $M$ $N$ :
(2) $M$ Auslander-Reiten $N$ :
(3) $N$ Auslander-Reiten $M$ .
stable Auslander-Reiten quiver $\Gamma_{s}(RG)$ , $\Gamma(RG)$ (= ) RG-
. stable
Auslander-Reiten quiver ( Auslander-Reiten component )
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, Riedtmann structure theorem .
[Riedtmann] $\mathrm{A}\mathrm{R}$-component $\Theta$ , tree class $T$ , translation quiver
$\mathrm{Z}T$ admissible group $\Pi$ , \Theta \cong ZT/ .
tree class $A_{\infty}:-\cdots$ , ZA
:
.$\cdot$.
$\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$





$\nearrow\backslash \tau^{2}M$ $\nearrow\backslash \tau M$
$\nearrow$
$M\backslash$ $\nearrow\backslash \tau^{-1}M$
$\tau^{2}L$ $\tau L$ $L$ $\tau^{-1}L$
ZA $\Pi=\langle\tau^{n}\rangle$ $n$ tube .
Auslander-Reiten quiver , ( Auslander-Reiten
,) Auslander-Reiten . ZA ,
“ ” Aulsander-Reiten . $M$
$\mathrm{O}arrow\tau Marrow L\oplus\tau Narrow Marrow \mathrm{O}$ Auslander-Reiten , $L$
$\mathrm{O}arrow\tau Larrow\tau Marrow Larrow \mathrm{O}$ Auslander-Reiten . , $L$
Auslander-Reiten component end( ) , $L$ Aug mder-Reiten
projecti ffee part .
Auslander-Reiten translation $\tau$ $\tau^{m}W\cong W(\exists m\in \mathrm{N})$ \mbox{\boldmath $\tau$}-
. $\tau$- Auslander-Reiten component
Happel-Preiser-Ringel :
[Happel-Preiser-Ringel] Auslander-Reiten component $\mathrm{e}$ Auslander-Reiten
translation $\tau$ . ,
(1 ) $\mathrm{e}$ , $\mathrm{e}$ tube .
(2) $\Theta$ ( ) $\Theta$ tree class
D kin .
Dynh.n diagrams :




$F_{4}$ : $\bullet-\bullet\Rightarrow\bullet-\bullet$ ’ $G_{2}$ : $\bullet\Rightarrow\bullet$ ’
$E_{6}$ : $\bullet-$
$-[$






, $\mathcal{O}G$ , Happel-Preiser-Ringel (2) ,
Auslander-Reiten component end \mbox{\boldmath $\tau$}-
3 . , Auslander-Reiten component end&
$\tau$- 4 ,
.
Happel-Preiser-Ringel , Heller-Reiner .
r $G$ 4 2 : ,
, $\mathcal{O}G$ ( O $\Omega$- ) . ,
$\mathcal{O}G$- $\Omega$- . $\mathcal{O}G$ $\tau=\Omega$ Happel-Preiser-Ringel
Auslander-Reiten components tube tree class 1 Dynkin
.
$H_{1},$ $H_{2}$ $G$ $p^{2}$ . \S 1 , $\mathcal{O}_{G},$ $\mathcal{O}_{H_{1}}\mathfrak{s}^{G}$ ,
$\mathcal{O}_{H_{2}}\uparrow^{G}$ Auslander-Reiten component end , (vertex ) $\mathrm{A}\mathrm{a}$
$\tau$- . [K4] $\mathcal{O}G$ radical $J(\mathcal{O}G)$ Auslander-Reiten component
end . $J(\mathcal{O}G)/\pi J(\mathcal{O}G)\cong kc\oplus\Omega k_{G}$ ,
$\mathcal{O}G$- $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ reduction , $J(\mathcal{O}G)$
$\tau$- . Auslander-Reiten component
end $\tau$- 4 .
$\mathcal{O}G$ .
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